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MATRICE 2X2 ȘI 3X3, EX. 1

a) [4 0
0 7]

.



MATRICE 2X2 ȘI 3X3, EX. 1

a) [4 0
0 7] → λ1 = 4, λ2 = 7,v1 = [1

0]  și v2 = [0
1]

.



MATRICE 2X2 ȘI 3X3, EX. 1

a) 


b) 


[4 0
0 7] → λ1 = 4, λ2 = 7,v1 = [1

0]  și v2 = [0
1]

[3 8
0 9] → λ1 = 3, λ2 = 9

(3I2 − A)v1 = [0
0]

(9I2 − A)v2 = [0
0]

.



MATRICE 2X2 ȘI 3X3, EX. 1

a) 


b) 


[4 0
0 7] → λ1 = 4, λ2 = 7,v1 = [1

0]  și v2 = [0
1]

[3 8
0 9] → λ1 = 3, λ2 = 9

(3I2 − A)v1 = [0
0] → v1 = [1

0]
(9I2 − A)v2 = [0

0] → v2 = [0.8
0.6]

.



MATRICE 2X2 ȘI 3X3, EX. 1
c)  


.



MATRICE 2X2 ȘI 3X3, EX. 1
c)  


.



MATRICE 2X2 ȘI 3X3, EX. 1
c)  


.



MATRICE ȘI PUTERI, EX. 2

.



MATRICE ȘI PUTERI, EX. 2

valorile și vectorii proprii pentru A îi avem de la curs

și avem 


care sunt valorile și vectorii proprii pentru ?


A = UDUT

A2

A2 = AA
= UDUTUDUT

= UDDUT

= UD2UT

.



MATRICE ȘI PUTERI, EX. 2

valorile și vectorii proprii pentru A îi avem de la curs

și avem 


care sunt valorile și vectorii proprii pentru ?


A = UDUT

A2

A2 = AA
= UDUTUDUT

= UDDUT

= UD2UT

.



MATRICE ȘI PUTERI, EX. 2

valorile și vectorii proprii pentru A îi avem de la curs

și avem 


care sunt valorile și vectorii proprii pentru ?


A = UDUT

A2

A2 = AA
= UDUTUDUT

= UDDUT

= UD2UT

.



MATRICE ȘI PUTERI, EX. 2

valorile și vectorii proprii pentru A îi avem de la curs

și avem 


care sunt valorile și vectorii proprii pentru ?


A = UDUT

A2

A2 = AA
= UDUTUDUT

= UDDUT

= UD2UT

.



MATRICE ȘI PUTERI, EX. 2

valorile și vectorii proprii pentru A îi avem de la curs

și avem 


care sunt valorile și vectorii proprii pentru ?


A = UDUT

A2

A2 = AA
= UDUTUDUT

= UDDUT

= UD2UT

.



MATRICE ȘI PUTERI, EX. 2

valorile și vectorii proprii pentru A îi avem de la curs

și avem 


care sunt valorile și vectorii proprii pentru ?





valorile proprii sunt ridicate la pătrat iar vectorii proprii sunt 
aceeași

A = UDUT

A2

A2 = AA
= UDUTUDUT

= UDDUT

= UD2UT

.



MATRICE ȘI PUTERI, EX. 2

valorile și vectorii proprii pentru A îi avem de la curs

și avem 


care sunt valorile și vectorii proprii pentru ?


A = UDUT

A−1

A−1 = (UDUT)−1

= (UT)−1D−1D−1

= UDUT

.



MATRICE ȘI PUTERI, EX. 2

valorile și vectorii proprii pentru A îi avem de la curs

și avem 


care sunt valorile și vectorii proprii pentru ?


A = UDUT

A−1

A−1 = (UDUT)−1

= (UT)−1D−1D−1

= UDUT

.



MATRICE ȘI PUTERI, EX. 2

valorile și vectorii proprii pentru A îi avem de la curs

și avem 


care sunt valorile și vectorii proprii pentru ?


A = UDUT

A−1

A−1 = (UDUT)−1

= (UT)−1D−1U−1

= UDUT

.



MATRICE ȘI PUTERI, EX. 2

valorile și vectorii proprii pentru A îi avem de la curs

și avem 


care sunt valorile și vectorii proprii pentru ?





A = UDUT

A−1

A−1 = (UDUT)−1

= (UT)−1D−1U−1

= UD−1UT

.



MATRICE ȘI PUTERI, EX. 2

valorile și vectorii proprii pentru A îi avem de la curs

și avem 


care sunt valorile și vectorii proprii pentru ?





valorile proprii sunt inversele iar vectorii proprii sunt aceeași

A = UDUT

A−1

A−1 = (UDUT)−1

= (UT)−1D−1U−1

= UD−1UT

.



MATRICE ȘI PUTERI, EX. 2

valorile și vectorii proprii pentru A îi avem de la curs

și avem 


care sunt valorile și vectorii proprii pentru ?





A = UDUT

A + 4I2

A + 4I2 = UDUT + 4I2

= UDUT + 4UUT

= U(D + 4I2)UT

.



MATRICE ȘI PUTERI, EX. 2

valorile și vectorii proprii pentru A îi avem de la curs

și avem 


care sunt valorile și vectorii proprii pentru ?





A = UDUT

A + 4I2

A + 4I2 = UDUT + 4I2

= UDUT + 4UUT

= U(D + 4I2)UT

.



MATRICE ȘI PUTERI, EX. 2

valorile și vectorii proprii pentru A îi avem de la curs

și avem 


care sunt valorile și vectorii proprii pentru ?





A = UDUT

A + 4I2

A + 4I2 = UDUT + 4I2

= UDUT + 4UUT

= U(D + 4I2)UT

.



MATRICE ȘI PUTERI, EX. 2

valorile și vectorii proprii pentru A îi avem de la curs

și avem 


care sunt valorile și vectorii proprii pentru ?





A = UDUT

A + 4I2

A + 4I2 = UDUT + 4I2

= UDUT + 4UUT

= U(D + 4I2)UT

.



MATRICE ȘI PUTERI, EX. 2

valorile și vectorii proprii pentru A îi avem de la curs

și avem 


care sunt valorile și vectorii proprii pentru ?





valorile proprii sunt +4 iar vectorii proprii sunt aceeași

A = UDUT

A + 4I2

A + 4I2 = UDUT + 4I2

= UDUT + 4UUT

= U(D + 4I2)UT

.



MATRICE ȘI PUTERI, EX. 2

urma este suma elementelor de pe diagonală și este egală cu 
suma valorilor proprii: 2 + 2 (diagonala) = 1 + 3 (val. proprii) = 4


determinantul este produsul valorilor proprii: det(A) = 2x2 - 1 = 3

iar produsul valorilor proprii este 1x3 = 3


verificați voi pentru A2,  etc. 

.



TRANSMISIE BOALĂ, EX. 6




tAA este probabilitatea de a transmite boala de la A la A

tAB este probabilitatea de a transmite boala de la A la B

tBA este probabilitatea de a transmite boala de la B la A

tBB este probabilitatea de a transmite boala de la B la B

T = [tAA tAB
tBA tBB]

.



TRANSMISIE BOALĂ, EX. 6




tAA este probabilitatea de a transmite boala de la A la A

tAB este probabilitatea de a transmite boala de la A la B

tBA este probabilitatea de a transmite boala de la B la A

tBB este probabilitatea de a transmite boala de la B la B


T = [tAA tAB
tBA tBB]

T = [0 m
f 0]

.



TRANSMISIE BOALĂ, EX. 6




tAA este probabilitatea de a transmite boala de la A la A

tAB este probabilitatea de a transmite boala de la A la B

tBA este probabilitatea de a transmite boala de la B la A

tBB este probabilitatea de a transmite boala de la B la B





T = [tAA tAB
tBA tBB]

T = [0 m
f 0]

det(λI2 − T ) = det ([ λ −m
−f λ ]) = λ2 − mf

.



TRANSMISIE BOALĂ, EX. 6




tAA este probabilitatea de a transmite boala de la A la A

tAB este probabilitatea de a transmite boala de la A la B

tBA este probabilitatea de a transmite boala de la B la A

tBB este probabilitatea de a transmite boala de la B la B








T = [tAA tAB
tBA tBB]

T = [0 m
f 0]

det(λI2 − T ) = det ([ λ −m
−f λ ]) = λ2 − mf

λ1,2 = ± mf → R0 = mf

.



PARTICULA, EX. 7




după primul pas avem:

T = [0.6 0.2
0.4 0.8], p0 = [1

0]

.



PARTICULA, EX. 7




după primul pas avem: 


după doi pași avem:

T = [0.6 0.2
0.4 0.8], p0 = [1

0]
p1 = Tp0 = [0.6

0.4]

.



PARTICULA, EX. 7




după primul pas avem: 


după doi pași avem: 

în general:

T = [0.6 0.2
0.4 0.8], p0 = [1

0]
p1 = Tp0 = [0.6

0.4]
p2 = Tp1 = T2p0

.



PARTICULA, EX. 7




după primul pas avem: 


după doi pași avem: 


în general: 

deci vreau puteri ale matricei T


• care sunt valorile proprii ale lui T?

T = [0.6 0.2
0.4 0.8], p0 = [1

0]
p1 = Tp0 = [0.6

0.4]
p2 = Tp1 = T2p0

pn = Tpn−1 = Tnp0

.



PARTICULA, EX. 7




după primul pas avem: 


după doi pași avem: 


în general: 

deci vreau puteri ale matricei T


• care sunt valorile proprii ale lui T? 

• care sunt vectorii proprii ai lui T? 

T = [0.6 0.2
0.4 0.8], p0 = [1

0]
p1 = Tp0 = [0.6

0.4]
p2 = Tp1 = T2p0

pn = Tpn−1 = Tnp0

λ1 = 1, λ2 = 0.4

.



PARTICULA, EX. 7




după primul pas avem: 


după doi pași avem: 


în general: 

deci vreau puteri ale matricei T


• care sunt valorile proprii ale lui T? 


• care sunt vectorii proprii ai lui T? 

T = [0.6 0.2
0.4 0.8], p0 = [1

0]
p1 = Tp0 = [0.6

0.4]
p2 = Tp1 = T2p0

pn = Tpn−1 = Tnp0

λ1 = 1, λ2 = 0.4

v1 = [1
2], v2 = [ 1

−1]

.



PARTICULA, EX. 7




după primul pas avem: 


după doi pași avem: 


în general: 

deci vreau puteri ale matricei T


• care sunt valorile proprii ale lui T? 


• care sunt vectorii proprii ai lui T? 


•  și 

T = [0.6 0.2
0.4 0.8], p0 = [1

0]
p1 = Tp0 = [0.6

0.4]
p2 = Tp1 = T2p0

pn = Tpn−1 = Tnp0

λ1 = 1, λ2 = 0.4

v1 = [1
2], v2 = [ 1

−1]
T = VDV−1 Tn = ?

.



PARTICULA, EX. 7



după primul pas avem: 


după doi pași avem: 


în general: 

deci vreau puteri ale matricei T


• care sunt valorile proprii ale lui T? 


• care sunt vectorii proprii ai lui T? 


•  și 


• ce se întâmplă când n crește mult?

T = [0.6 0.2
0.4 0.8], p0 = [1

0]
p1 = Tp0 = [0.6

0.4]
p2 = Tp1 = T2p0

pn = Tpn−1 = Tnp0

λ1 = 1, λ2 = 0.4

v1 = [1
2], v2 = [ 1

−1]
T = VDV−1 Tn = VDnV−1 = [1 1

2 −1] [1n 0
0 0.4n] 1

3 [1 1
2 −1]

.



PARTICULA, EX. 7



după primul pas avem: 


după doi pași avem: 


în general: 


deci vreau puteri ale matricei T

• care sunt valorile proprii ale lui T? 


• care sunt vectorii proprii ai lui T? 


•  și 


• ce se întâmplă când n crește mult? 

T = [0.6 0.2
0.4 0.8], p0 = [1

0]
p1 = Tp0 = [0.6

0.4]
p2 = Tp1 = T2p0

pn = Tpn−1 = Tnp0

λ1 = 1, λ2 = 0.4

v1 = [1
2], v2 = [ 1

−1]
T = VDV−1 Tn = VDnV−1 = [1 1

2 −1] [1n 0
0 0.4n] 1

3 [1 1
2 −1]

T∞ = [1 1
2 −1] [1 0

0 0] 1
3 [1 1

2 −1]
.



ECUAȚII DIFERENȚIALE, EX. 8




avem matricea 


valorile proprii sunt:

dx
dt

= 2x − 3y,

dy
dt

= 4x − 5y,

 pornind de la x = 13 și y = 22 când t = 0.

A = [2 −3
4 −5]

.



ECUAȚII DIFERENȚIALE, EX. 8




avem matricea 


valorile proprii sunt: 

vectorii proprii sunt:

dx
dt

= 2x − 3y,

dy
dt

= 4x − 5y,

 pornind de la x = 13 și y = 22 când t = 0.

A = [2 −3
4 −5]
λ1 = − 1, λ2 = − 2

.



ECUAȚII DIFERENȚIALE, EX. 8




avem matricea 


valorile proprii sunt: 


vectorii proprii sunt: 


dx
dt

= 2x − 3y,

dy
dt

= 4x − 5y,

 pornind de la x = 13 și y = 22 când t = 0.

A = [2 −3
4 −5]
λ1 = − 1, λ2 = − 2

v1 = [1
1] . v2 = [3

4]
An = ?

.



ECUAȚII DIFERENȚIALE, EX. 8




avem matricea 


valorile proprii sunt: 


vectorii proprii sunt: 


dx
dt

= 2x − 3y,

dy
dt

= 4x − 5y,

 pornind de la x = 13 și y = 22 când t = 0.

A = [2 −3
4 −5]
λ1 = − 1, λ2 = − 2

v1 = [1
1] . v2 = [3

4]
An = (−1)n[4 − 3 × 2n −3 + 3 × 2n

4 − 4 × 2n −3 + 4 × 2n]
.



ECUAȚII DIFERENȚIALE, EX. 8




vectorii proprii sunt: 


facem schimbarea de variabilă 


sistemul de mai sus devine  (sunt valorile proprii)

deci 


iar 

dx
dt

= 2x − 3y,

dy
dt

= 4x − 5y,

 pornind de la x = 13 și y = 22 când t = 0.

v1 = [1
1], v2 = [3

4], V = [1 3
1 4]

[xnew
ynew] = V [x

y] = [x + 3y
x + 4y]

·x = − x, ·y = − 2y
xnew(t) = xnew(0)e−t, ynew(t) = ynew(0)e−2t

[xnew(0)
ynew(0)] = V−1 [x(0)

y(0)] = [ 4 −3
−1 1 ] [ 7

13] = [−11
6 ]

.
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